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Nun erhilt man nach (30 a) fiir die bas
| 244 rv’

b11=' Td? b?_z= kA’
f;/q y (Sign. a)
b33= Hsin2’0, b44= kA;
v’ rv
bu=j4 b= jw .
s ¥ (Sign. b)
b33= nsin2'l9, b44= =i kz‘i,
ba3=0 (a:t:,g),
oder
L 2_ps_ V. a_x K
G =gy O =0 =g W= g
bf=0 (a=Fp), (32)

wobei im Ausdruck fir b,* das obere Vorzeichen
fir Signatur a) und das untere fiir Signatur b).
Dies sind aber genau die Formeln (18).
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Physical entropies Sp are defined with respect to a certain set of variables, the observation-
level B. For all times in which B exists, Sp is the uncertainty H of a density operator Rp making
H a maximum with respect to the experimental values of B. This definition is not restricted to the
thermodynamic equilibrium. The entropies Sp measure the vagueness of the description in HiLert-
space caused by the choice of B. The time dependence of the density operator Rp is not governed
by the von Neumann equation, but in the special case of a “self-consistent” B it may be calculated
with the help of this equation. An increasing Sp is obtained.

If the times for which B exists are sufficiently close, a macroscopic equation for the time deriva-
tive of Sp is given. Three special cases of B are considered, leading to the Gisss equation, a gener-
alized entropy equation for heat conduction and an entropy equation for the multipole relaxation.

Der Anwendbarkeit informationstheoretischer Be-
griffe in der Physik ist in den letzten Jahren immer
mehr Aufmerksamkeit geschenkt worden. So wird
haufig darauf Bezug genommen, dal das Smanxox-
sche Unscharfemall H fiir die wichtigsten Ensembles
der statistischen Thermodynamik des Gleichgewichts,
namlich das kanonische und das groflkanonische En-
semble, als identisch mit der thermodynamischen
Entropie betrachtet werden kann. Uber Definition
und Verhalten der Entropie im Nichtgleichgewicht
herrscht dagegen weniger Klarheit. Die vorliegende

Arbeit versucht, einen Beitrag zur Klarung der
Schwierigkeiten zu liefern.

1. Konstruktion informationstheoretischer
Ensembles

In einer Reihe von beachtenswerten Arbeiten hat
JayNEs einen Zusammenhang zwischen Informations-
theorie und statistischer Mechanik entwickelt; dies
geschah mit Hilfe eines allgemein (auch iber die
Physik hinaus) anwendbaren Verfahrens, das es er-
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laubt, auf Grund der Kenntnis der Werte eines Satzes
irgendwelcher Variabler, der das betrachtete Pro-
blem nur unvollstindig bestimmt, ein statistisches
Ensemble zu konstruieren 176, Es wird eine das En-
semble kennzeichnende Dichte (klassisch: Vertei-
lungsfunktion im Phasenraum, quantenmechanisch:
Dichteoperator im HiLBErT-Raum) gewonnen mit
Hilfe eines Prinzips maximalen Unschirfemalles,
das eine Erweiterung des Lapraceschen Prinzips des
unzureichenden Grundes ist. Ein dquivalentes, auf
induktiver Logik basierendes Prinzip haben Trisus
und Evaxs angegeben 7.

1.1 Das Unscharfemall

Als Unschirfemall H eines Ensembles wird der
Suannonsche Ausdruck 8 verwendet, der einer Menge
{u;} von zufilligen Ereignissen mit einer Wahr-
scheinlichkeitsverteilung {p;} als MaB fiir fehlende

Information folgende Grofle zuordnet

k ist eine willkiirliche Konstante, welche in der In-
formationstheorie gewohnlich 1/In 2 bit gesetzt wird,
so daB H in Einheiten ,bit“ angegeben wird; bei
physikalischen Anwendungen verlangt die Konven-
tion, % als die Borrzmann-Konstante zu wahlen.

Die GroBe H wird héufig ,,informationstheoreti-
sche Entropie“ genannt. Da sie fiir beliebige, in den
verschiedensten Zusammenhingen auftretende Wahr-
scheinlichkeitsverteilungen gebildet werden kann,
sind die Anwendungsmoglichkeiten duflerst vielfal-
tig; es gibt eine Vielzahl von ,,Entropien® 9. Im wei-
teren soll diese Bezeichnung fiir H aber nicht be-
nutzt werden, um die begriffliche Unterscheidung
von den in Kap. 2 einzufiihrenden physikalischen
Entropien nicht zu erschweren.

Zwei Anwendungen des Unschirfemalles in der
Physik seien im folgenden besprochen. In der Quan-

! E. T. Jaynes, Phys. Rev. 106, 620 [1957].

2 E. T. Javyses, Phys. Rev. 108, 171 [1957].

3 E. T. Jayses, Brandeis Summer Institute 1962, Vol. 3 (Sta-
tistical Mechanics), Benjamin, New York 1963.

4 A.Srani, Z. Naturforschg. 15 a, 655 [1960].

5 R. S. Incarpen, Bull. Acad. Polon. Sci., Sér. Sci. Math.,
Astr. Phys. 11, 541 [1963].

6 A.Karz, Nuovo Cim. 33, 1544 [1964].

7 M. Trisus u. R. B. Evaxs, Appl. Mech. Rev. 16, 765 [1963].

8 C. Suanvox u. W. Weaver, The Mathematical Theory of

Communication, University of Illinois Press 1949.

Das hat Grap veranlafit, von den ,,vielen Gesichtern der En-

tropie® zu sprechen: H. Grap, The Many Faces of Entropy,

Comm. Pure Appl. Math. 14, 323 [1961].

9
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tentheorie bestimmt ein Zustandsvektor |®) im
Hicerr-Raum fiir beliebige Observable A4 Wahr-
scheinlichkeitsverteilungen P =|(4| ®@)|2 der MeB-
werte (Eigenwerte) A4 der Observablen. Ist die
Kenntnis, die als Grundlage der Beschreibung des
Systems vorhanden ist, unvollstandig in dem Sinne,
da} die einen Zustandsvektor fixierende, maximal
mogliche Kenntnis nicht zur Verfiigung steht (man
kann auch sagen: dafl man nicht genau weil}, wel-
cher Zustandsvektor prépariert wurde), so mul be-
kanntlich tiber die Quantentheorie eine weitere, zu-
satzliche Statistik (statistische Mechanik) gestiilpt
werden. Man rechnet mit einem Ensemble von Zu-
standsvektoren oder, was damit dquivalent ist, mit
einem Dichteoperator 0. Fiir die Mewerte 4 einer
Observablen A ist dann die Wahrscheinlichkeitsver-
teilung P, durch P4=Sp(oP4) =(A|o|4) be-
stimmt (P4=|4) (4], Projektionsoperator auf
| 4)).

(a) Eine erste Anwendung besteht darin, fiir sol-
che Verteilungen das Unschédrfemal

H{PA}=-—ISZPA1HPA
A4

zu bilden und seine Zeitabhingigkeit vermoge der
quantenmechanischen Dynamik zu untersuchen 10713
[wobei 0(f)) zum Anfangszeitpunkt ¢, durch die
unten dargestellte Maximalisierung eines Unschirfe-
maBes H{o} konstruiert werden kann].

Sehen wir den Spezialfall reiner Quantenmechanik,
ohne zusitzliche statistische Mechanik, niaher an: Wird
fiir ein System zur Zeit t, durch scharfe Messung einer
Observablen 4 (gemeint ist: eines vollstandigen Satzes
vertauschbarer Observabler) ein Zustand |®)=|A4")
préapariert

Py(ty) =040, H{P4(t;)}=0, (2)

dann ergibt sich, wenn die Observable 4 mit dem
Hammeron-Operator H nicht kommutiert, auf Grund
der quantenmechanischen Dynamik fiir Zeiten t==¢,

H{P4(t)}>0. 3)

10 J. von Neumany, Mathematical Foundations of Quantum
Mechanics, translated from the german, Princeton Univer-
sity Press 1955, Chapter V, 1.

11 G. Lupwie, Die Grundlagen der Quantenmechanik, Sprin-
ger, Berlin-Gottingen-Heidelberg 1954, Kapitel V, § 1.

12 F. ExceLmany, M. Frix, E. Mixaror u. J. Oxentus, Z. Natur-
forschg. 16 a, 1223 [1961].

13 K. Ursanik, Trans. 3rd Prague Conf. on Information Theory,
Statistical Decision Functions, Random Processes 1962,
Publishing House of the Czechoslovak Academy of Sciences
1964.
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Hat man die Praparation zur Zeit ¢, fiir ein reales
Ensemble aus vielen Systemen durchgefiihrt, so erhilt
man nach Messung der Observablen 4 an allen Syste-
men des Ensembles zu einer Zeit #; >, eine reale
Héufigkeitsverteilung P4(¢;). Fiir die Haufigkeitsver-
teilungen zu den Zeiten ¢, und ¢, gilt

H{P4(t) } > H{Pa(t,) } (4)
Wenn zur Zeit ¢, nur ein einzelnes System pripariert
und an diesem zur Zeit ¢, eine Messung von 4 ohne
Ablesung ausgefiihrt wurde, so hat man unmittelbar
nach der Messung ein o = X P4(t;) P4y. Zu diesem
Dichteoperator ¢ gehdrt [wir beniitzen im Vorgriff die
Definition (5)] ein UnschirfemaB H{o} =H{P.4(t,)} .
Das bedeutet, dal eine Messung ohne Ablesung in der
Quantentheorie — im Gegensatz zur klassischen Phy-
sik — eine Verminderung der Information iiber das
System bedeuten kann. Man spricht in diesem Zusam-
menhang auch von einer ,,Zunahme der Entropie bei
der Messung® 10 11,

Es ist klar, dal das Ergebnis (4) auch zu erwarten
ist, wenn man wegen einer unvollstindigen Anfangs-
kenntnis zwischen ¢, und #; mit einem Dichteoperator o
rechnet; mit Hilfe des Kreinschen Lemmas ist dies be-
kanntlich zu bestdtigen. (4) beschreibt eine Dissipation
der Information iiber die Augangsvariablen zu anderen
Variablen.

Die Wahrscheinlichkeitsverteilungen P4 und die
zugeordneten statistischen Ensembles sind sowohl
vom Zustandsvektor | @) (Dichteoperator o) als
auch von der jeweils gewihlten Observablen A ab-
hiingig, d. h. bei festem | D) gibt es verschiedene
statistische Ensembles zu den einzelnen Observablen
(MeBapparaten) 14

Die bisher dargestellte Anwendung des Unscharfe-
mafles H wird im weiteren Verlauf dieser Arbeit
nicht beniitzt.

(B) Zu einer anderen Anwendung des Unscharfe-
mafles in der Physik gelangt man, wenn man nur
die der Quantentheorie iibergestiilpte Statistik des
Ensembles von Zustandsvektoren untersucht, das
durch den Dichteoperator o beschrieben wird 42
Hierbei hat man es mit einem Ensemble zu tun, das
nicht in Jder oben dargestellten Weise auf eine be-
stimmte Observable (Mefapparatur) bezogen ist. Es
kann gezeigt werden 2 4, da} das Unscharfemal} fiir
dieses Ensemble ist

H{o}= —kSp(¢lno). (5)

14 V. Fock, Uber die Deutung der Quantenmechanik, Max-
Planck-Festschrift 1958, VEB Deutscher Verlag der Wissen-
schaften, Berlin 1959.

Ma Anm. b. d. Korr. : In einer inzwischen erschienenen
Arbeit von F. Scuréer, A. StanL u. R. Bauscu (Z. Phys.
187, 290 [1965]) werden ebenfalls die beiden Anwendun-
gen (a) und (f) des UnschirfemaBes gegeniibergestellt.

15 Es geniigt bereits, die vorgefithrte Argumentation fiir den
Spezialfall volliger Unkenntnis (,,Messung des Einheits-
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Dieses UnschirfemaB wird allen Uberlegungen im
weiteren Verlauf dieser Arbeit zugrunde gelegt. (Es
sei erwahnt, dal man hier und im weiteren aus
den auf quantentheoretischer Grundlage formulier-
ten Gleichungen stets entsprechende Gleichungen der
klassischen statistischen Mechanik erhilt, wenn man
Sp .durch ein Integral iiber den Phasenraum er-
setzt 3.)

1.2 Die Kenntnis des Systems

Das Jaynessche Prinzip maximalen Unschérfe-
mafles verlangt, dafl ein informationstheoretisches
Ensemble derart konstruiert wird, daf} es unter allen
Ensembles, die mit der zugrunde gelegten Kenntnis
tiber das System vertraglich sind, das maximale Un-
scharfemal} besitzt. Die Kenntnis des Systems kann
dabei verschiedener Art sein:

A) Kenntnis scharfer MeBwerte

(i) Im einfachsten Fall besteht die Kenntnis in
den MeBwerten F von Observablen F, wie beispiels-
weise Gesamtenergie E und Anzahl N, der Teilchen
verschiedener Sorten. In diesem Fall reduziert sich
das Prinzip maximalen Unschirfemales auf das
Lapracesche Prinzip des unzureichenden Grundes,
weil, wie bekannt ist, gerade die Gleichverteilung in
dem durch die MeBwerte ausgezeichneten Teilraum
des Zustandsraums das Unscharfemall maximali-
siert, das heiflt: der Dichteoperator ¢ wird in die-
sem Teilraum r proportional zum Einheitsopera-
tor, im orthogonalen Teilraum 7 gleich Null, er ist
also proportional zum Projektionsoperator Py auf

SD'F 15
0="Pr/ng (6)

(np=Dimension von ). Dies kann auch so for-
muliert werden, da8 der Erwartungswert (Pr) des
Projektionsoperators auf §r gleich Eins ist, der Er-
wartungswert (Pz) des Projektionsoperators auf

den orthogonalen Raum 7 gleich Null
(Pr)=Sp(ePr) =1, (Pr)=Sp(ePr =0. (7)

operators®“) durchzufiihren, wobei sich ein Dichteoperator o,
proportional zum Einheitsoperator ergibt. Dann folgt aus
einem Axiom der Quantentheorie iiber nacheinander aus-
gefiihrte Messungen (Lupwic !, Kap. II, § 3), daB nach
einer Messung von F der Dichteoperator 0,

0~ Pr o, Pr=Pr
sein muB, in Ubereinstimmung mit Gl. (6).
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Als Beispiel werde das mikrokanonische Ensemble
angefiihrt, wo gerade die Kenntnis der Energie E
und der Teilchenzahlen N vorausgesetzt ist.

Will man auch MeBungenauigkeiten (Ableseunge-
nauigkeiten) beriicksichtigen, so kann man fiir ein
Intervall AF von Eigenwerten den Projektionsope-
ratoren angemessene von Null verschiedene Erwar-
tungswerte zuordnen (wegen der Normierung der
Wahrscheinlichkeit mufy die Summe dieser Erwar-
tungswerte Eins ergeben) 16,

B) Kenntnis der Erwartungswerte beliebiger
Operatoren

Ein allgemeinerer Fall (in dem der oben geschil-
derte als Spezialfall enthalten ist) besteht darin,
daBl man fordert, dafl die Erwartungswerte (G;) be-
liebiger Observablen G; gleich gewissen mittleren
Werten G; sein sollen. Zu einer solchen Forderung
kann man auf folgende zwei Weisen gelangen:

(ii) Verallgemeinerte p-Raum-Statistik. Hat man
es mit einer additiven Eigenschaft von (unabhéngi-
gen) Teilsystemen zu tun, so erhélt man aus der
scharfen Messung am Gesamtsystem einen MeBwert,
der einerseits die Konstruktion eines Dichteoperators
fiir das Gesamtsystem nach (i) erlaubt; da anderer-
seits der durch die Zahl N der Teilsysteme dividierte
MeBwert einen Mittelwert der Eigenschaft iiber die
Teilsysteme darstellt, kann man zur Konstruktion
eines Dichteoperators o fiir ein Teilsystem fordern,
daf} der mit ¢ gebildete Erwartungswert gleich dem
gemessenen Mittelwert sein soll. Man betreibt dann
eine verallgemeinerte Form von u-Raum-Statistik,
bei der dem virtuellen Ensemble ein reales Ensemble
gegeniibersteht. Ein Beispiel ist ein System unabhén-
giger Teilchen mit Spin, bei dem man den Mittel-
wert des Spindrehimpulses ] eines Teilchens durch
Messung der Magnetisierung M=Ny kI P des Ge-
samtsystems bestimmt. Wir werden auf dieses Bei-
spiel in Kap. 7 zuriickkommen.

(ii1) Kenntnis von Kontaktvariablen. In ghnlicher
Weise bedeutet die Kenntnis von thermodynamischen
»Kontaktvariablen“ fiir die zugeordneten makro-
skopischen Observablen §; nur eine ungefihre
Kenntnis (Beispiel: Temperatur T und Energie H).

18 Allerdings wiirden sich, wollte man mehreren Erwartungs-
werten {Pr,», {(PFs), ... von Projektionsoperatoren in Fil-
len, bei denen die Dimension der zugehorigen Eigenrdume
unendlich ist, von Null verschiedene Werte zuordnen,
Schwierigkeiten bei der Konstruktion von @ ergeben; vgl.
P. A. Bexiorr, Phys. Letters 14, 196 [1965].

H. SCHWEGLER !

Es ist ein mittlerer Wert G; zu erwarten (der makro-
skopisch etwa durch eine thermodynamische Zu-
standsgleichung bestimmt ist). Der Mittelwert (G;)
liber das Ensemble soll gleich diesem erwarteten
Wert G; sein 17,

1.3 Die informationstheoretischen
Ensembles

Die Maximalisierung des Unschirfemales liefert
in allen in Kap. 1.2 geschilderten Féllen!® eine
Dichte

E,XP,{,E lﬁ gi}ﬁ . (8)
Sp exp {2 4i Gi}
Die bei der Maximalisierung eingefiihrten LacrANGE-

Parameter /; sind so zu bestimmen, daf sich die
richtigen Erwartungswerte G; ergeben

(Gi) =Sp(o G;) =G;. (9)

Fir den Fall (iii) sind die Lacrance-Parameter 4;
im wesentlichen gleich den Kontaktvariablen.

ea

Das Jaynessche Kalkiil erlaubt unter anderem die
Konstruktion der bekannten Ensembles der statisti-
schen Thermodynamik (mikrokanonisches, kanoni-
sches, grofkanonisches Ensemble etc.), seine An-
wendung ist aber nicht auf diese speziellen Fille
beschrankt. Die mit diesem Kalkiil gewonnenen in-
formationstheoretischen Ensembles sind in den Fil-
len (i) und (iii) von Kap. 1.2 fiir die Berechnung
all der Eigenschaften eines Systems von unmittelba-
rem praktischen Nutzen, fiir welche sie nur unwe-
sentlich streuen. Im Falle (ii) ist diese Bedingung
fiir Eigenschaften des Gesamtsystems sicher nicht
notwendig. Beziiglich einer Diskussion des mit die-
ser Frage zusammenhidngenden Problemkreises sei
auf die Arbeiten 173 verwiesen.

Der nach der Jaynesschen Theorie konstruierte
Dichteoperator kann als Anfangswert fiir eine Zeit
t=0 verwendet werden im Rahmen einer statisti-
schen Mechanik irreversibler Prozesse [in den Fil-
len (i) und (iii) ist dies wiederum nur sinnvoll,
solange die Streuung der interessierenden Eigen-
schaften klein ist]. Die mikroskopische Bewegungs-
gleichung von ¢ im ScuropiNcer-Bild ist, solange
man das System nicht durch Messungen behelligt,

17 Genauer diskutiert wurde dieser Fall, insbesondere die
Temperaturmessung, bereits von Jaynes ! und Sramw 4.

18 Im Fall (i) wurde o bereits in Kap. 1.2 angegeben. Die
Schreibweise (8) geht in (6) iiber mit A= —oo.
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die von NEuMaNN-Gleichung (im klassischen Fall be-

wegt sich die Phasenraum-Dichte nach der LiouviLLe-
Gleichung)

do % _ _ ;i; [H, o] . (10)

dt 3t
3/t kennzeichnet die Bewegung eines Operators
vermoge seiner expliziten Zeitabhiangigkeit, wih-
rend d/dt¢ die gesamte Bewegung im ScHRODINGER-
Bild bedeutet.
Scheibt man einen Dichteoperator o(t), welcher
der voNn NEumaNN-Gleichung geniigt, in der Spektral-
darstellung

o(t) = Z CrPrlt) o

r

(11)

so bewegen sich die Projektionsoperatoren P, (2)
ebenfalls nach der vox Neumann-Gleichung und die
Entwicklungskoeffizienten ¢, sind zeitunabhangig.

Die formale Integration der von NEumann-Glei-
chung

o(t) =exp[ — (i/R)H¢] ¢(0) exp[ ((/R)H ] (12)

zeigt, daf} o(t) aus ©(0) durch eine unitdre Trans-
formation hervorgeht. Deshalb bleibt wihrend der
Bewegung nach der von NEumanN-Gleichung das Un-
scharfemaB H{o(t)} zeitlich konstant [dem ent-
spricht im klassischen Fall die Konstanz des Gisss-
schen H(t) bei der Bewegung nach der LiouviLLe-
Gleichung]. Diese Eigenschaft steht in Kontrast zu
dem Verhalten des UnschiarfemaBles (4). Auch die
im nichsten Kapitel definierte Entropie wichst im
allgemeinen mit der Zeit an (vgl. Kap. 3).

2. Die einer Beobachtungsebene B zugeordnete
Entropie Sp

Nach den in Kap. 1 geleisteten Vorbereitungen sol-
len nun die physikalischen Entropien definiert wer-
den als Eigenschaften eines einzelnen physikalischen
Systems 1%, jeweils beziiglich einer bestimmten Be-
obachtungsebene B 2. Eine solche Beobachtungs-
ebene B bestehe aus einem Satz von Variablen

19 Im Falle, dafl B aus Variablen des Types (ii) von Kap. 1.2
besteht, ist Sp eine Eigenschaft des realen Ensembles von
Teilsystemen, also des Gesamtsystems. Der Unterschied
zwischen N-Sp (#-Raum-Entropie) und der Entropie, die
sich bei Behandlung nach Fall (i) ergibt (/'-Raum-Entro-
pie), verschwindet mit wachsender Anzahl N der Teil-
systeme. Es kann nach Gesichtspunkten der praktischen
Rechnung entschieden werden, ob man ein System nach (i)
oder (ii) behandeln will.

20 Ebene des ,,Dokuments“: L. Bercer, Helv. Physica Acta
31, 159 [1958].
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Gi=(G;) (jede festgelegt auf eine der drei in Kap.
1.2 besprochenen Weisen). Fiir ein vorliegendes
physikalisches System konnen gleichzeitig verschie-
dene Beobachtungsebenen betrachtet werden, die aus
mehr oder weniger Variablen bestehen. Jedoch ist
eine bestimmte Beobachtungsebene nur fiir solche
Zeiten sinnvoll, zu denen es moglich ist, auf Grund
der physikalischen Bedingungen die entsprechenden
Variablen dem System als Eigenschaften zuzuspre-
chen [Einschrankungen ergeben also z.B. im Fall
(i) die Unschirferelationen]. Verschiedene Beobach-
tungsebenen B werden verschiedenen Entropien Sp
zugeordnet.

Besteht eine Beobachtungsebene nur aus wenigen
Variablen, so ist durch die Werte dieser Variablen
die Beschreibung des physikalischen Systems im
HiLerT-Raum im allgemeinen in hohem Grade un-
bestimmt; es bleiben verschiedene Zustande moglich,
aus denen Ensembles mit verschiedenen Dichten ge-
bildet werden kénnen. Es gibt aber ein ausgezeich-
netes Ensemble, dasjenige mit dem (im Rahmen
von B) maximalen Unschdrfemal, das nach Kap. 1.3
den Dichteoperator besitzt 2!

exp {3 4 Gi}

 Spexp{Z 4 Gi}

Die Entropie S soll ein MaB sein fiir die Un-
bestimmtheit der Beschreibung des Systems im Zu-
standsraum  (quantenmechanisch: HiiserT-Raum,
klassisch: Phasenraum) auf Grund der Werte der
Variablen der Beobachtungsebene B. Es soll als En-
tropie Sp des betrachteten physikalischen Systems
beziiglich der Beobachtungsebene B das Unschérfe-
mal} des ausgezeichneten Ensembles (13) definiert

sein

(13)

Sp=H{Rg} = —kSp(RglnRp),  (14)

das ist das maximal unter den durch B bestimmten
Bedingungen mégliche Unschidrfemall. Diese Defini-
tion ist nicht auf ein thermodynamisches Gleichge-
wicht beschrankt. Sie ist so, daB} sie fiir eine spe-
zielle Beobachtungsebene eine Entropie ergibt, die

21 Diese Dichteoperatoren werden Rp statt @ genannt; 1. da
fiir ein System gleichzeitig verschiedene Rp zu verschiede-
nen Beobachtungsebenen existieren, wiahrend fiir o ge-
wohnlich genau die Beobachtungsebene gewahlt wird, wel-
che die ganze zur Verfiigung stehende Kenntnis umfaft;
2. da Rp dauernd durch Maximalisierung von H konstru-
iert wird und sich nicht nach der vox Neumann-Gleichung
bewegt, wiahrend o gewthnlich nur zum Anfangszeitpunkt
durch Maximalisierung von H konstruiert wird und sich
dann nach der von Neumanx-Gleichung bewegt.
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mit der Entropie der Thermodynamik identisch ist
(vgl. Kap. 5).

Bei fester Beobachtungsebene B kann ein Dichte-
operator Rp(¢) fiir verschiedene Zeiten ¢ konstruiert
werden, stets durch Maximalisierung von H im Rah-
men der Beobachtungsebene B. Seine Zeitabhingig-
keit ist auf dem Wege iiber die Zeitabhéngigkeit der
Lacrance-Parameter 4;(¢) durch die experimentellen
Werte der Variablen von B bestimmt

Ry (1) =Rp(%:(2)) .

Die Rp zu verschiedenen Zeiten gehen im allgemei-
nen nicht durch unitdre Transformation auseinander
hervor. In einer Spektraldarstellung

Rp(t) = 2 e (2) Pr(2)

(15)

(16)

sind im Gegensatz zu (11) weder die Entwicklungs-
koeffizienten zeitunabhingig noch bewegen sich die
P.(¢) nach einer voxn Neumann-Gleichung.

3. Die Bewegung des Dichteoperators Rz(z)

Es soll nun die Frage beantwortet werden, wie
die zeitliche Entwicklung des Dichteoperators Rp(t),
iiber welchen durch Gl. (14) die Entropie Sy defi-
niert wurde, mit der zeitlichen Entwicklung eines
sich nach der voxn NEumann-Gleichung verdndernden
Dichteoperators 0(¢) zusammenhéngt.

Ein solcher Zusammenhang kann nur fiir solche
Beobachtungsebenen B und fiir solche Zeiten ¢ an-
gegeben werden, fiir die das mittlere Verhalten (be-
ziiglich der Observablen von B) der Systeme des
virtuellen Ensembles als ein makroskopisches Bewe-
gungsgesetz fiir das physikalische System formuliert
werden kann. Das bedeutet genauer, dal von den
Werten der Observablen von B zu einer Zeit ¢,
— wir konnen ohne Einschrankung der Allgemein-
heit ¢, =0 setzen — auf die Werte derselben Ob-
servablen zu einer Zeit ¢ geschlossen werden kann.
Nach Enceimany, Ferx, Minarpr und Oxenius 12
soll eine Beobachtungsebene B fiir diese Zeiten
»selbstkonsistent“ heiflen. In den Fillen (i) und
(iii) von Kap. 1.2 setzt dies, wie schon frither
angedeutet wurde, voraus, daf} im virtuellen, infor-
mationstheoretischen Ensemble die relative Streu-
ung der betrachteten Observablen klein ist.

Als Anfangswert fiir die Integration der vox NEu-
mANN-Gleichung hat man

2(0) =Rz (0) . (17)

H.SCHWEGLER

Die Integration ergibt

0(t) =exp[ — (i/k)H1] 0(0) exp[ (i/R)H ]
—exp[ — (i/R)H1] Rp(0) exp[ (i/R)H1]. (18)

Daraus erhalt man Erwartungswerte

(Gi) (1) =Sp(e(2) G)

=Sp{exp[ — (i/k)H1] Rp(0) exp[ (i/h)H¢] G},

19

welche auf Grund der oben gemachten Annahmé de)r
Selbstkonsistenz das Verhalten der iiberwiegenden
Mehrzahl der Systeme des virtuellen Ensembles cha-
rakterisieren; wir konnen dann annehmen, daB diese
Werte auch am realen System vorliegen. Deshalb
konnen wir mit den Erwartungswerten (G;)(¢) den
Dichteoperator Rjy(t), der die Form (13) haben
mulf}, konstruieren. Es muf sein

SpA{Rs(2) Gi} = (Gi) (2) .

Die Bedingungsgleichung fiir die Lacrance-Parame-
ter 4;(t) ist demnach
[ exp{Z4iG} | _ /G
Plspen(sasGa ) (OO
Da Rp(¢) der Dichteoperator ist, welcher H unter
den gegebenen Bedingungen maximalisiert, gilt fiir
die Entropie

Sp(t) =H{Rp() } = H{o(1)} . (22)

(20)

(21)

Wie schon erwihnt, ist andererseits aber H{o} zeit-
lich konstant

H{o(t)} =H{0(0) } = H{Rg(0) } = Sp(0). (23)
Daraus folgt sofort

Sp(t) = Sp(0) . (24)

Das bedeutet: Fiir Zeiten, fiir die eine Beobachtungs-
ebene B als selbstkonsistent angesehen werden kann,
nimmt die zugehorige Entropie Sp in der iiberwie-
genden Mehrzahl der Félle zu 2. Die Voraussetzung
der Selbstkonsistenz war dabei der wesentliche Punkt,
das heilit: Wenn es Prozesse gibt, die nach makro-
skopischen Bewegungsgesetzen verlaufen, so miissen
diese Prozesse zwangsliufig einem verallgemeinerten
zweiten Hauptsatz (24) geniigen.

22 Auf den moglichen Einwand hin, dal im Prinzip sich ein
physikalisches System auch einmal anders verhalten konnte,
seien TriBus und Evans 7 zitiert: “Only repeatible experi-
ments (for which the formalism necessarily dictates a very
high probability of occurance) are published and accepted
as valid data. That is, we are protected by the editors of our
journals from ever finding contradictions with the macro-
scopic predictions ...”.
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4. Makroskopische Gleichungen der Entropie-
anderung

Liegen die Zeitpunkte ¢, fir welche die Beobach-
tungsebene B definiert ist, hinreichend dicht (wie es
zum Beispiel bei den tiblichen Variablen der Thermo-
dynamik der Fall ist), so kann man zu einer kon-
tinuierlichen Beschreibung tibergehen.

Aus der Definition (14) erhilt man durch Dif-

ferentiation die zeitliche Anderung der Entropie
B8~ k3 Sp(RyInRy) = —kSp (aRB In Ry),
(25)

wobei das rechte Gleichheitszeichen wegen Sp Rp=1
gilt. Setzt man In R nach (13) ein, so erhdlt man

dSg : SRB 1
B _ _kZusp ("'a’;' 9,). (26)

Dabei verschwindet das Glied, welches vom Nenner
von (13) herriihrt, wiederum wegen Sp Rg=1. Eine
einfache Umformung ergibt

Be _ k31 KGd 1 Ssp (RBSQ').

de 23)

Bei 3G;/3t ist an eine Zeitabhingigkeit vermoge der
Anderung #uBerer Parameter gedacht. Fiihrt man
mit Hilfe dieser @ufleren Parameter generalisierte
Krifte ein

X;= S4Sp (Ry 891) zz,@@\,

so erhilt man schlieflich als Entropiednderung in
Abhingigkeit von der Anderung der Variablen
Gi=(G;) und der dufleren Parameter z;

Lo k3L ¥G 4k 3x, 5.

(28)

(29)

Es sei nochmals darauf hingewiesen, dall bei der
Ableitung dieser Gleichung keine mikroskopische Dy-
namik beniitzt wurde; sie folgt allein aus der Defini-
tion (14). Durch die experimentellen Werte der
rechten Seite ist die linke Seite bestimmt.

Definiert man nach Javnes! verallgemeinerte
Warmen

0 s (B ) 4[4 (1)

so kann man die Entropieinderung auch in fol-
gende Form bringen
45y 5 ad

de Tode (31)
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Die Uberlegungen dieses Kapitels sollen in den nich-
sten Kapiteln auf wichtige Beispiele spezialisiert
werden.

5. Die Gibbssche Gleichung

Als erstes sei ein solches Beispiel besprochen, das
auf eine bekannte Gleichung, ndmlich die GiBBssche
Gleichung, fiihrt. Eine Beobachtungsebene G sei de-
finiert durch die Erwartungswerte E=(H) der
Energie und N;= (N;) der Teilchenzahlen [entspr.
einer Temperatur 7 =1/(k ) und chemischen Po-
tentialen w;]. Dann ergibt die Maximalisierung
von H im Rahmen der Beobachtungsebene G einen
Dichteoperator

Risli) = _exp[—f(8) {H—3 pxr(t) Ni}l

Spexp[—f (&) {H—3 ur(t) Ni}1 *

Aus diesem Dichteoperator folgt die Entropiednde-
rung

(32)

(33)

Lo —rpsp {SRG <7—l Z,ukak)]

Verwendet man die Gleichung fiir die Energiednde-
rung (I. Hauptsatz)

dE_d(HY < (3Ra 3H
=0 =S (5 H) +5p(Ra 51 (34)
und fiir die Anderung der Teilchenzahlen
Ne _ d{N&) dRe
e =3p ( B N".)

dt de

(N hdngt nicht von &uBleren Parametern ab), so
erhilt man als Spezialfall der allgemeinen Gl. (27)
dS¢ 1 [dE _ 3H dNp |

T T{d:’ S(R ) z” By ¢
Der zweite Term ist die durch Verdnderung der
dulleren Parameter z; am System bewirkte Energie-
anderung. Mit generalisierten Kraften

QH 3H -
Xi==%p(Re 5, ) =~ (5,)» 6D

(35)

also etwa

(38)

erhilt man als Spezialfall der allgemeinen Gl. (29)
die bekannte GiBassche Gleichung

@—'T (dE-l- ZX]QJ———Z/M;

)
de % de )°

(39)

Diese Gleichung fir Sg bleibt solange sinnvoll,
wie die entsprechende Beobachtungsebene physika-
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lisch realisiert ist. Ihr Giiltigkeitsbereich ist keines-
wegs auf das thermodynamische Gleichgewicht be-
schrinkt in Ubereinstimmung mit einer Grund-
annahme der Thermodynamik der irreversiblen
Prozesse 3.

Im Anschlufl an die Gissssche Gleichung seien noch
einige Bemerkungen zum 1. Hauptsatz (fiir Systeme
mit variablen Teilchenzahlen) gemacht. Schreibt man
dE als totales Differential, so sind die Ableitungen
nach den #uBeren Parametern z; in Sp[R¢ (SH/3t)]
enthalten, wihrend fiir Sp[(3Rg/3t) H] bleibt

3R 4\ _ (BE\  dT 3E\  dNk
S (? H) o (ﬁ)z,,lv,, a T Z (azvk )z,,r dt
—cf—%- >: 1y 2R de (40)

Bekanntlich besteht nun bei der Definition eines Teiles
der rechten Seite als Warmezufuhr dQ/d¢ eine gewisse
Willkiir. Man kann etwa schreiben

dQ=cdT+ > hypdi®Ng, (41)
k

so dal die Entropieinderung die Form annimmt

@=T(i@-—2 .dme)_}_z de.

dt dt k
Diese Definition der Warme geht fiir nichtoffene Sy-
steme (mit chemischen Reaktionen) in die iibliche iiber.
Das ist aber auch der Fall fiir alle Definitionen

dQ=dQ+ 3 yi d*Ny
k

(42)

(43)

mit beliebigen Faktoren yz; man konnte deshalb auch
den ganzen Ausdruck c¢dT+X hy dNg als dQ definie-
k

ren. ToLuoek und DE Groor 2 und Haase # fithren je-
doch eine Reihe von Argumenten an, welche die obige
Wahl zweckmiBig erscheinen lassen. Eine vollig andere
Definition hat dagegen Born 26 aufgestellt, die alle ver-
allgemeinerten Wéarmen (30) zusammenfafit

dQBorN SRe ~dNg
dt =3 ( H) + Z de (44)
—cf— + Z hk+ﬂ1,) 3
dS¢ _ 1 dQBornx
& T At (45)

23 Fiir Systeme mit festen Teilchenzahlen (dV;=0) wird da-
mit behauptet, dafl

dSg _ 1 (S‘E _ fLAi) _14do

de T \dt dt ) T dt
auch wéhrend des Ablaufs eines irreversiblen Prozesses
zwischen dem betrachteten System und anderen Systemen
gelten soll. Daf} dies nicht in Widerspruch zu der bekann-
ten Aussage bei der Diskussion der Carnor-Maschine steht,
dSg > (1/T") dQ fiir eine irreversibel arbeitende Maschine,
liegt natiirlich daran, da3 7" nicht die Temperatur des Ar-
beitsgases der Maschine, sondern die Temperatur des je-
weils thermisch angekoppelten Warmebades ist.

H. SCHWEGLER ’

6. Beobachtungsebenen mit ,,Geschwindigkeiten*

Bei den allgemeinen ‘Uberlegungen der Kap. 2
und 4 wurden keine einschrinkenden Annahmen
beziiglich der Operatoren §; gemacht. Man kann

deshalb auch daran denken, Operatoren F der zeit-
lichen Anderung (,,Geschwindigkeit*“) 27 von Obser-
vablen F in eine Beobachtungsebene mitaufzuneh-
men
2 3F
P [H,T]+a— (46)
das bedeutet: die Beobachtungsebene enthilt neben
den Erwartungswerten (F) auch deren zeitliche An-
derung d(F)/de, fir die nach dem Enrexrest-Theo-
rem gilt
a<F
dt

—(F).

Es sei hier als Beispiel eine Beobachtungsebene D
besprochen, bei der F = H der HamiLton-Operator
ist. Es ergibt sich nach dem allgemeinen Kalkiil ein
Dichteoperator

Rp= @ {—FH- Hy

(47)

ey (48)
Sp exp {—f H—& H}
der den Nebenbedingungen
E(r) = (H)(t) =Sp(Rp(?) fH),
EO 0 -SpRo)F) (49
geniigen muf}. Die Entropieinderung wird
dSp _ 1 g, (3Rp £ Sp (SR2 73
W_Tsp<az H)J“k*SP(a: :H). (50)

Im weiteren sei angenommen, daB keine Ande-
rung dullerer Parameter stattfinde; dann gilt

dSp 1 dE £ d2E

a0 T a T e (51)

Wendet man diese Gleichung auf ein Massenelement
eines kontinuierlichen Mediums an, so erhalt man

H. A. Toruoex u. S. R. De Groor, Physica 18, 780 [1952].

R. Haasg, Z. Naturforschg. 8a, 729 [1953]. — R. Haask,

Thermodynamik der irreversiblen Prozesse, Verlag Stein-

kopff, Darmstadt 1963.

26 M. Borwn, Natural Philosophy of Cause and Change, Claren-
don Press, Oxford 1949.

27 F. ExceLmany u. E. Fick, Suppl. NuovooCim. 12, 63 [1959].

Es gilt im Heisexserc-Bild dpF/d¢é=F, im ScHRODINGER-
Bild hingegen dF/dt=0F/3t. Die vox Nrumann-Gleichung
o
(10) lautet in dieser Nomenklatur ¢ = 0. Da Dichteopera-
toren Rp nicht der vox Neumas~-Gleichung geniigen, hat
o

man Rp = 0.

o o
-

B
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dsD +divJs=Q grad 177 —-A = dQ (52)
Dabei ist sp die Entropie pro Masse, J; der Entro-
piekonvektionsstrom, Q der Warmestrom und A
eine mit & zusammenhéngende Grofle.

MuLLer und MEIxner 28 haben gezeigt, dal man
aus einer Entropiebilanzgleichung (52) eine verall-
gemeinerte Warmeleitungsgleichung mit den Metho-
den der Thermodynamik der irreversiblen Prozesse
herleiten kann .

T o2T %

5 T¥eE el
Eine solche Gleichung erlaubt die Beschreibung des
zweiten Schalls.

(53)

7. Die Multipolrelaxation

Als letztes Beispiel sei die Multipolrelaxation
eines Systems von Teilchen mit Spin behandelt. In
Ubereinstimmung mit der von WancsNess und
Brocu ?° konzipierten Vorstellung soll ein heraus-
gegriffenes Spinteilchen unter der Einwirkung sei-
ner als Bad betrachteten Umgebung beschrieben
werden. Es handelt sich um einen Fall der als (ii)
in Kap. 1.2 aufgefiihrten verallgemeinerten x#-Raum-
Statistik.

Dem Teilsystem des herausgegriffenen Spins sei
als Zustandsraum ein unitérer Vektorraum US der
Dimension t=217+1, dem Badsystem ein HiLBERT-
Raum $® zugeordnet. Dann ist der HiLserT-Raum
des Gesamtsystems der Produktraum 3°

H=9xU5 (54)

Die Beobachtungsebene M sei definiert durch den
Erwartungswert EB= (HB) des Bad-Hamirron-Ope-
rators (entsprechend einer Badtemperatur T) und
die Erwartungswerte (Ui) von Multipoloperatoren
im Spinsystem (in dem in Kap. 1.2 speziell fiir ] er-
lauterten Sinne) . Das fiihrt auf einen Dichteoperator

exp (—fHB+ 38 )

M= Spexp{—p HE+Zve Uy ”

R (55)

28 T, MurLer u. J. Memxner, Tagung des Fachausschusses
Thermodynamik und statistische Mechanik der DPG, Bad
Nauheim 1965.

29 R.K.Wanesness u. F. Brocu, Phys. Rev. 89, 728 [1953]. —
U. Fano, Rev. Mod. Phys. 29, 74 [1957].

30 Das bedeutet, da die betrachteten Teilechn mit Spin als
lokalisiert angesehen werden konnen, so dafl keine Effekte
der Fermi- oder Bose-Statistik auftreten. Systeme nicht-
lokalisierter Teilchen hat Fick behandelt und gezeigt, daf
fiir sie die Entropie nicht als eine Summe aus Spinentropie
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Unter der Vorausestzung (54) eines Produkt-Hir-
BERT-Raums zerfillt (55) in das direkte Produkt 3!

Ry =RB x RS, (56)
X sU.
s R L ent—pim (57)
Spexp{%”i“ul}’ Sp exp {—f HB}

Das bedeutet fiir die Gesamtentropie das Zerfallen
in eine Summe

Sy=S88+S55. (58)
Dabei ist die Spinentropie
S5= —kSp(R8InRS) = —k(InRS)  (59)

und ihre zeitliche Anderung

d;s —k st Sp (QR—S ul) =—Fk ; S d‘(dﬁl’;llz
(60)
Andererseits ist die Badentropie
SB= —kSp(RBInRB) = —£(InRB) (61)
und ihre zeitliche Anderung
oo ()1 @

dQB/dz ist die vom Badsystem (aus dem Spinsystem)
aufgenommene Warme, die zusammen mit der durch
die duBeren Parameter geleisteten Arbeit die ge-
samte Energiednderung ergibt

A% —sp(Re ZE) +sp(R2m).

dt 3 (63)

Die Gleichungen fiir die Entropieinderungen kon-
nen noch weiter ausgewertet werden:

Anderung der Spinentropie

Es gilt, die als LacranGe-Parameter eingefiihrten
Affinitdten »;5 niher zu bestimmen. Das ist méglich,
wenn die Beobachtungsebene M ein vollstandiges Sy-
stem von 2—1=41(/+1) Multipoloperatoren U;
(A=1,...,2—1) enthilt. Dann ist, wie an anderer
Stelle ausfiihrlich dargelegt wurde 32, RS durch die

und Badentropie dargestellt werden kann: E. Fick, Z. Phys.
157, 407 [1960] ; Physica 27, 415 [1961].

31 Dies ist natiirlich keineswegs fiir alle Operatoren des Pro-
duktraums so; beispielsweise ein o, das fiir t=0 die Pro-
dukteigenschaft hat, wird diese vermoge der Bewegung
nach der vox Neumann-Gleichung verlieren. Es entstehen
Korrelationen.

32 H. ScHwEGLER, Z. Phys. 181, 22 [1964]. Dort wurde mit oS
gerechnet. Es gilt aber Rs=ps.
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Erwartungswerte (Ui1) (A=1,...,£2—1) vollstin-
dig bestimmt. Ohne Einschrankung der Allgemein-
heit konnen die Operatoren U; (A=1,...,2—1)
und U,=(1/¥/1) 1 als orthonormiert angenommen
werden

Sp(UiUS) =01 (Au=0,1,...,22-1). (64)
Es gilt dann fiir den Spin-Dichteoperator
£—1 -1
RS = 1+ z (U Ur= "*1+ Z (U) U
(65)
Andererseits haben wir auf Grund von (57)
#—1
InRS=const 1+ > »:SUi. (66)
=1

Dabei ist wegen der Orthonormierungsrelationen
(64)
vS=Sp(Ur'InRS) (A=1,...

und nach Einsetzen von (65)

7,5 =Sp {Uz In (1 1+ tzl (U U )} (68)
A=1,...,2=1).
Die Auswertung ergibt in erster Naherung fiir kleine
Erwartungswerte (Ui) (Multipolarisationen)
vid=~t(U') (A=1,...,2-1). (69)

Dies ist in die Anderung der Spinentropie (60) ein-
zusetzen.

,2—1) (67)

Anderung der Badentropie

Wenn das Gesamtsystem adiabatisch isoliert ist,
so flieft dem Badsystem Warme nur von Spinsystem
zu (die Wechselwirkungsenergie zwischen Spinsystem
und Badsystem werde vernachlassigt) ; mit (62) gilt
also auch

dsB 1 dgs

de T de”
Den Spin-Hamirron-Operator HS kénnen wir nach
dem vollstandigen System orthonormierter Multipol-
operatoren entwickeln

(70)

2—1
= > U (71)
=1
und erhalten
dES _ d(HS “1dh vl (U
7dt _— <dt> ). (U) Z hi ¥< },> (72)

2=1
Der erste Term ist die durch die Anderung der dufle-
ren Parameter am Spinsystem geleistete Arbeit, der
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zweite Term die ans Bad abgegebene Wirme. Es

gilt also nach (49)

i £—1
==t 3k o (73)
Fihren wir als neue Bezeichnung ein
viB=hi/(kT) (A=1,...,2-1), (74)
so gilt statt (71) und (73)
t2—1
HS=kT > vi®BUs, (75)
1=1
5 £—1
d%, " Z d(’bl;) (76)

Um 7;® ebenso wie 5 durch Multipolarisationen
auszudriicken, geht man vom Gleichgewichtsdichte-
operator aus

RSO ~exp[ —H¥/(kT)], (77)

wo HS die Form (75) besitzt, und erhilt durch Ver-
gleich mit RS nach (57)

viB=—950 (A=1,...,2—-1) (78)
und damit wiederum in 1. Naherung
~—t{U")? (A=1,...,22-1). (79)

Dies ist in die Anderung der Badentropie (76) ein-
zusetzen.

Gesamte Entropiednderung

Die einzelnen Uberlegungen zusammenfassend,
bekommen wir die gesamte Entropiednderung bei
der Multipolrelaxation

dSy 2#—1

d(’U)
de —k Z 3

i = (80)
wobei die Affinititen 7, unter der Voraussetzung
kleiner Multipolarisationen gegeben sind durch

via~t((U) = (UM (A=1,...,£2-1). (81)

Dieses Ergebnis bedeutet, daf} die Entropie Sy kon-
stant sein muB3, wenn das Spinsystem mit dem Bad-
system ins Gleichgewicht gekommen ist.

Speziell erhdlt man fiir /=4 die Entropieénde-
rung bei magnetischer Dipolrelaxation

dSy _ 7 dP;
7dt7 N i= :cyz]/2 d ’ (82)
= 1 (P 1+4IP| PP | 14+|PY
= s (el 1 2 ip) — iy 10 1 o)
~V2(P;—P®) (i=x,y,2). (83)
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—

Dabei ist P = (])/I die (nichtnormierte) Dipolari-
sation.

Die Entropiednderung (82) bzw. (80) kann als
Grundlage einer irreversiblen Thermodynamik der
magnetischen Dipolrelaxation 33 bzw. der Multipol-
relaxation 3% 3¢ verwendet werden.

33 J. MEix~er, Z. Phys. 164, 145 [1961].
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Meinem verehrten Lehrer, Herrn Prof. Dr. E. Fick,
mochte ich fiir sein stindiges Interesse an dieser Arbeit,
seine vielfdltigen Anregungen und seine fordernde Kri-
tik meinen herzlichen Dank aussprechen. Auch Herrn
Dr. F. ExceLmany (Frascati) mochte ich fiir einen Dis-
kussionsbeitrag bestens danken. Der Deutschen For-
schungsgemeinschaft sei gedankt fiir finanzielle Unter-
stiitzung.

34 H. ScuwEeGLER, Z. Phys. 189, 163 [1966].

Zur Berechnung von spezifischer Warme und Entropie
in der Quantenstatistik
F. Wacener * und H. Koppe **

Institut fiir Theoretische Physik der Universitat Miinchen

(Z. Naturforschg. 20 a, 1553—1556 [1965] ; eingegangen am 1. September 1965)

Applying the variational principle of BocoLiuov to calculate the free energy of a quantum sys-
tem one does not get, automatically, physical meaningful results for entropy and specific heat. By
using the temperature in the ansatz for the statistical operator as a variational parameter it is
proved, that at any rate, the approximation expression for free energy has the properties of a
thermodynamic function, that means, it leads to positive values for specific heat and entropy, and
to a GisBs—HEeLMHOLTZ equation for entropy and free energy.

Von Bocorrusov ! ist ein Variationsverfahren zur
niherungsweisen Berechnung der thermodynami-
schen Funktionen eines quantenmechanischen Sy-
stems angegeben worden, welches man am einfach-
sten folgendermallen erhilt: Die Freie Energie F
eines Systems mit der Hamitron-Funktion H ist mit

f=1/(kT) definiert durch

F= —A;—logSpure"ﬂ” (1)

und geniigt der folgenden Ungleichung

F< SpurHW+7;—Spur W log W, (2)
wobei W ein beliebiger positiver Operator mit
Spur 7 =1 sein kann. Tatsichlich wird das Mini-
mum von (2) fir

W =e #H/(Spur e #H) (3)

angenommen und hat den in (1) angegebenen Wert.
Da die Auswertung von (1) sehr schwierig sein
kann, kann man daran denken, (2) analog zum
Rirzschen Verfahren zu verwenden, indem man die
rechte Seite fiir irgendeinen Operator W,(a), der

* Jetzige Adresse: Max-Planck-Institut fiir Physik und Astro-
physik, Miinchen.

noch von einigen verfiigharen Parametern a ab-
hédngt, auswertet, und dann das Minimum beziiglich
der a bestimmt. Dazu muf} naturgemdl W so ge-
wihlt sein, daf sich die Spuren in (2) einigermaflen
bequem ausrechnen lassen; wozu insbesondere not-
wendig ist, den Logarithmus von W zu berechnen.
Es war nun der entscheidende Gedanke von Boco-
LivBov, an Stelle von W gleich log W vorzugeben,
indem man mit einer ,,Vergleichs-Hamirron-Funk-
tion“ H| setzt:

Wo=e FH/(Spur e F M) . (4)

Das sieht zunachst so aus, als ob man nur den
Hamirron-Operator dndern wiirde. Man kann in (4)
aber auch f# andern, indem man eine ,,Vergleichs-
temperatur® f’ einfiihrt. Das ist an sich trivial, denn
da H, ganz beliebig ist, kann man es durch §'/g H,
ersetzen.

Es ist aber zu erwarten, dal} einer derartigen
,» Variation der Temperatur® eine grundsétzliche Be-
deutung zukommt (die etwa der des Virialsatzes in
der Mechanik entspricht), was im folgenden naher
ausgefiihrt wird.

#* Jetzige Adresse: Institut fiir Theoretische Physik der Uni-
versitdt Kiel.
1 N. N. Bocorwsov, Nuovo Cim. 7, 794 [1958].



